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Resumen—Presentamos un estudio de la diamica
simbolica del sistema catico de Lorenz lineal por partes
(PWL) basada en su representaéin como aubmata
hibrido (AH). Un AH es un modelo computacional que
permite la definicion de localidades discretas, cada una
con su propia descripcon dinamica. Como tal, resulta un
modelo con potenciales ventajas para la representani
de sistemas continuos por partes. La evoluch dinamica
del sistema PWL Lorenz se representa “burdamente”
como la secuencia de simbolos que indican las localidades
del AH que la trayectoria del sistema visita mientras su
dinamica evoluciona. Al analizar las secuencias de simbolos
correspondientes a diferentes tipos de trayectorias obseamos
patrones de evoludbn caracteristicos que permiten establecer
bases para reconocer la diamica cabtica del sistema PWL
Lorenz en términos del lenguaje formal generado por el
atractor correspondiente a cada comportamiento.

Palabras clave: Sistemas daticos, Automata hibrido,
Dinamica simbolica.

. INTRODUCCION

Las observaciones y mediciones hechas a fenbmenos
naturales siempre tienen una precision limitada. Dicha
limitacion esta sujeta a la tecnologia de los instrument
empleados. Por ejemplo, un convertidor A/D de 12 bits
tendra un rango de 4096 diferentes simbolos para expresar
una medicion en su rango de voltaje. Ademas, la medicion
gue se reporta en un instante dado depende de la frecuencia
de muestreo para la cual esta disefiado el convertidor A/D.
El valor desplegado en un instante dado no es el valor
instantaneo, sino que sera el valor tomado para repegsent
un intervalo de tiempo. De modo que, las 4096 diferentes
mediciones posibles para describir el voltaje, son losdsi
valores que podemos distinguir relacionados con el valor re
al de esa cantidad fisica. Una forma de modelar la dinamica
del voltaje es establecer el orden de los simbolos que forma
la palabra que representa la evolucion de las mediciones
de voltaje del sistema. Asi, el sistema dinamico producto
del voltaje, se puede representar en un espacio discreto de
secuencias infinitas de simbolos, de modo que la dinamica
del sistema esta dada por el operador desplazamiento a
través de la cadena de simbolos. Esta representacéetdis
de un sistema dinamico continuo es llamadiadmica
simbolica (B.-L. Hao, 1989)

Los simbolos, también llamadosstado} utilizados en
la representacion discreta de un sistema dinamico suave

Figura 1. Trayectorias del sistema PWL Lorenz
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clbico que permite la descripcion de cinco simbolos para
describir su comportamiento en (Hao et al., 1998).

En este trabajo nos enfocamos al analisis del sistema
PWL Lorenz (Baghious y Jarry, 1993; Liu et al., 2004). Para
este sistema el espacio de estados esta naturalmenteldividi
por las secciones lineales del sistema. De modo que, una
forma directa de escoger los simbolos para describir su
evolucion dinamica es precisamente asignandolos a cada
parte de su espacio de estados, como se describe en la
Figurald. Con el fin de identificar un conjunto de cadenas
de simbolos que describen la dinamica del sistema PWL
Lorenz proponemos representarlo como un AH (Alur et
al., 1993).

El uso de AH en el estudio de sistemas discontinuous es
una linea de investigacion de interés actual (Navarr6920
Navarro, 2009a). En el contexto de AH, un sistema discon-
tinuo se modela como un conjunto de localidades discretas
del espacio de estados, cada una con su propia descripcion
dinamica. La evolucion dinamica del sistema se describe
como transiciones entre las diferentes localidades midian
un conjunto de reglas logicas, las cuales se representan
como un grafo, en el cual cada nodo corresponde a una
se escogen de modo que sea posible obtener informaci@galidad, mientras que las condiciones de transicioreent

sobre las caracteristicas del sistema subyacente amddizalocalidades se especifican en las aristas (van der Schaft y
solamente las cadenas de simbolos que proporcionan. $ghumacher, 2000).

namero de simbolos utilizados determina con cuanta cer-En esta contribucion, un AH para el sistema PWL
cania se representa la dinamica suave del sistema mediandrenz se construye en términos de las diferentes partes
una palabra o cadena infinita de simbolos. Retornandgineales de su espacio de estados. Entonces, asignando
al ejemplo de la medicion de un voltaje, si cada un@n simbolo a cada localidad, se obtiene la dinamica
de los 4096 diferentes signos son utilizados se tendra del| sistema PWL Lorenz descrita por una secuencia de
representacion cercana a la dinamica del sistema ofigingimbolos que indican las localidades del AH que el sistema
Sin embargo, la dinamica de operacion del sistema podijsita mientras evolucionan sus soluciones. Realizamos
ser descrita con un nimero mucho menor de simbolos. Pgr analisis de ladinamica simiblica del PWL Lorenz
ejemplo, considere que las mediciones de voltaje son las gara trayectorias correspondientes a comportamientos de
un foco, aqui la evolucion dinamica del sistemas puede sgunto equilibrio estable, ciclo limite estable y oscilams
representada con solo dos estados, encendido y apagagibticas. Para cada tipo de trayectoria logramos ideantific
Entonces, la secuencia de encendidos y apagados nospd&ones de evolucion caracteristicos. Estos residtado
la dinamica simblica del sistema. El conjunto de todas laspermiten delimitar el conjunto de cadenas de simbolos, es

palabrasque pueden ser generadas por este sistema defingitir, el lenguaje que caracteriza el comportamiento de
un lenguaje o conjunto de palabras permitidas del sistemaste sistema cabtico.

identificar que palabras pertenecen al lenguaje y cuales no,
es una herramienta poderosa para la clasificacion y estudio
de sistemas (Hopcroft y Ullman, 1979). Il. SISTEMA PWL LORENZ

Utilizar dinamica simiblica para analizar sistemas El sistema PWL Lorenz esta descrito por (Liu et al,
dinamicos continuos es una idea madura que tiene a?004):
tecedentes en los trabajos de Hadamard, Morse, y Birkhoff,

Figura 2. AH del sistema PWL Lorenz

) T a(res —x
remontandose hasta 1898. Mas recientemente, tomando ! . (2 )
. . . ., . T2 e Sgr(xl)(c — xg) + dxo (1)
como paradigma a seguir el modelar un sistema dinamico .
&g sgn(z2)x1 — bxs

lo mas “burdamente” posible, es decir, con el niUmero
menor de simbolos tal que las caracteristicas impoganten donder = [z, 75, 23]" € R? es la variable de estado;
del comportamiento puedan ser capturadas. El analisis sign-) es la funcion signo estandar, que aqui se toma como:
dindmica simiblica se ha aplicado al estudio de sistemasgn(e) = 1 parae > 0, sgn(e) = 0 parae = 0, y sgn(e) =
caobticos. Por ejemplo, los comportamientos de mapeesl parae < 0. Para los parametras = 1.2, b = 0.15,
cuadraticos caoticos fueron analizados a partir de seae ¢ =7 — aa, d = (8« — 1)0.1, y cona = —1 el sistemd L

de dos simbolos en (Hao y Zheng, 1998). Por otra parte, t#ne el comportamiento de un punto de equilibrio estable,
sistema caotico de Lorenz fue analizado usando una magégurall(a). Parax = —0.35 el sistema evoluciona en un
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ciclo limite estable, Figurh] 1(b). Finalmente, para= 0 de las variables:;; y x2. Explicitamente, el sistema PWL
el sistema PWL Lorenz produce un atractor cattico cohorenz puede escribirse como:
estructura similar a la llamada “mariposa de Lorenz” como

se muestra en Figufa 1(c). i(t) = Ajx(t) + By, parai =1,2,3,..,9.  (2)

I1l. PWL L ORENZ COMOAH donde las nueve partes corresponden a los cuatro cua-

Un AH general con entradas y salidas se define por f{antes, cuatro semi-ejes y el origen del planer,. Esto
coleccion es,

AH = (Q,X,U,Y,E,%,0, Dom, F, Init,G, R, h, )

donde (Navarro, 2009):

s Q={q,q2,...,9n} €S un conjunto finito de locali-
dades discretas.

« X C R, U C Ry Y C R™ son los espa-
cios continuous de los estados, entradas y salidas,
respectivamente. Un punto en la trayectoria del AH
es(q,x) € Q x X.

= £ C @ x @ es un conjunto finito de aristas llamadascon las correspondientes matricésy B; dadas por:
transiciones o eventos.

for z1 >0 andxzy >0
forxy =0 andxy >0
for x1 <0 andxoy >0
forx1 >0 andxy =0
forxy =0 andxy =0 3)
for z1 <0 andzy =0
forxy >0 andxy <0
forxy =0 andxzy < 0
for x1 <0 andxzs <0

N
Il
© 00 N O U W

» ¥ ={01,09,...,01} €S un conjunto finito de simbo- L —a Z O‘ o O‘ 4
los que conforman el alfabeto del AH, con estos se e 0 mi |, Bi=| pi )
etiquetan las transiciones y representan los eventos ni 0 —b 0
discretos de entrada. dondem; = my = my = ny = ng = —1;, n; = n3 =

= O =1{01,02,...,0k} €S un conjunto finito de simbo- g = mg = mg = 1; py = ps = pr = ¢, p3 = P = Py =
los representando un evento discreto de salida. —C Y My =Ms =Mg =Ng =Ny = N5 = Ng = Ng =

» Dom : Q — 2> es el dominio de las localidades. p, = p; = ps = 0.
Dom asigna un conjunto de estados y entradas a cadaCada una de las partes lineales del sistema PWL Lorenz
localidad discreta; € Q, tal que,Dom(q;) C X xU. se toman como localidades de su AH. Entona@s,=
Mientras la evolucion del sistema se mantenga dentnQ2, ... 9. Para cada localidad el espacio de estados es
de la localidady;, el estado continue debe satisfacer yn subconjunto d&R? (X C R3) y asumiremos que las
z € Dom(q;). localidades no tienen entradas (controles) continuos,ey qu
» F = {fy(x,u) : ¢; € Q} es el conjunto de campos las funciones de salida continuas son la identidad. Los
vectoriales que describen la dinamica continua delominios y campos vectoriales para cada localidad estan
sistema, tal quef,, : X xU — X. Cadafy,(z,-) se dados por las ecuacionds (2)[{] (4). Por el lado discreto,
asume Lipschitz en el dominio de la localidadpara el AH tiene como alfabeto los indices del sistema PWL
asegurar que la solucion dentro 8em(q;) existe y Lorenz, es decirg = {1,2,...,9}. Aqui también se con-
es Unica. sidera que no se tienen entradas (controles) discretas, y se
» Init C ()X X es un conjunto de condiciones inicialestoman como salida discreta las localidades de llegada de
» G: E — 2% esun conjunto de guardas. La funcién |as transiciones en cada evento, entor@es {1,2,...,9}.
asigna a cada transicién= (¢;, ¢;) € E' un conjunto E|l mapeo de resets se toma como la identidad, de modo
de estados continuou§(e) C X). Cada guarda activa que, en cada transicion el estadade inicio en la nueva
un cambio de localidad discreta. localidad es el Gltimo valor de en la localidad anterior.
» R:ExX xU — 2% es un mapa de resets de losPara completar la descripcion del sistema PWL Lorenz
estados continuos para cada transicion. Se asume q#fino AH, se establece el conjunto de eventos, que suceden
Ve € B, G(e) # 0y Vo € G(e), R(e,z,u) # 0. cuando se cumplen las guardas descritalen (3). Note que los
= h:@Qx X xU— Y es lafuncion de salida continua, estados continuous; y z, no pueden cambiar de signo sin
se considera que se tiene una para cada localidad. cruzar por cero. De modo que, el conjunto de transiciones
n 7 Qx XXX xU — O es el mapa de salidas discretasesta limitado a las transiciones que pasan por los semiejes.
se asume que se tiene una para cada localidad.  En resumen, el AH del sistema PWL Lorenz tiene nueve
localidades discretas con su correspondiente descnipcio
Para representar el sistema PWL Lorenz como un AH sBnamica y una logica de transiciones como se muestra en
hacen las siguientes consideraciones: Primero, tomando @). La representacion grafica del AH para el sistema PWL
cuenta que la descripcion del sistema PWL Lorenz tieneorenz se muestra en la Figurh 2. Cabe mencionar que los
dos funcionesgn, que toman tres valores diferentes segisimbolos correspondientes a los semi-ejes y el origen, son
el valor de su argumento. El espacio de estados del sisterigitados solo como cruces de la trajectoria del sistemay en
(D se divide en nueve partes correspondientes a los sigraerto sentido podrian ser inferidos del orden de los otros
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Figura 4. Trayectorias del AH para el sistema PWL Lorenz
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simbolos. Sin embargo, en esta discusion se utilizan psolo dos simbolos y con un numero de repeticiones fijo para
completitud de la descripcion del sistema mediante el Artada simbolo.
Por dltimo simulamos el AH para = 0. Para esta
a el sistemas PWL Lorenz esta en su regimen caobtico.
El AH descrito graficamente en la Figura 2 se realizd ehos estados del sistema y la salida simboloca del AH se
el programa de licencia libre Ptolemy @ (En la Figura presentan en las Figuras 4(elly 4(f), respectivamente. El
se presentan las pantallas de realizacion del AH paraatractor caotico del sistema PWL Lorenz visita los cuatro
sistema PWL Lorenz). El lector es referido a (Lee y Zheng;uadrantes del plane;-z5 y cruza los cuatro semi-ejes. La
2005) y (Lee, 2009) para obtener mayores detalles relativaaturaleza del comportamiento dinamico del sistema es tal
a este programa de simulacion. que los pasos por los semiejes son instantaneos, es decir,
Es importante recalcar que las trayectorias del AH cora dinamica cruza y no se desliza por las discontinuidades
sisten de dos partes: (1) La localidad en que se encuent@respondientes a los semiejes. Esto es, que en cada pareja
evolucionando el AH y (2) la dinamica continua de cadale transicioned < 7,7 < 9,9 < 3,y 3 « 1; hay un
localidad. Las condiciones o guardas para decidir en que 8, 6 y 2, respectivamente. Teniendo esta situacion en
localidad se debe estar evolucionando el sistema se evall@enta, los simbolos que codifican las localidades visi#tad
en cada instante, desde el punto de vista de las dinamigas el sistema en regimen cabtico sony = {1,3,7,9}.
continuas, las evaluaciones de las guardas y las transgioh.as palabras que describe el comportamiento caobtico del
de una localidad a otra son ideales e instantaneas. Nuegistema PWL Lorenz siempre son secuencias de simbolos
simulacion del AH tiene dos salidas, la salida continude la forma:1,7,9,3,1 con repeticiones que comienzan
corresponde ari, x2, Y 3, l0s estados continuos del de manera aleatoria con un desplazamiento de un simbolo
sistema PWL Lorenz, por otro lado, el AH proporciona lehacia adelante o hacia atras en cualquiera de estos sisnbol
salida discreta0 4 que indica las localidades donde laEsta secuencia de simbolos corresponde a moverse por los
dinamica continua se esta evaluando. cuadrantes de la Figufa 2 en sentido de las manecillas del
En las Figuragl4(a) K4(b), se muestran las trayectoriasloj, con los desplazamientos correspondiendo a regresar
en el tiempo de los estados del sistema PWL Lorenz y & adelantar un cuadrante, lo que ocurren de forma no
secuencia de simbolos de salida del AH, respectivamentepetitiva dando al sistema su caracteristica caotica. E
correspondientes al sistema PWL Lorenz cuande —1. tonces, laspalabras que forman ellenguajedel atractor
Para este valor, el sistema tiene un comportamiento de purtbtico del sistema PWL Lorenz se conforma de secuencias
de equilibrio estable. Debido a que el punto de equilibricon la cadena de simbolos1,7,9,3,1,7... y todos sus
del sistema es; = 22 = —1.25, 3 = 6.85, el sistema desplazamientos de un solo simbolo en cada posicion.
evoluciona en una sola localidad del AH descrito en la
Figural2, la correspondiente &;(< 0,z2 < 0) codificada
con el simbolo de salid@ 4y = 9. Entonces, las cadenas de EIl estudio de ladinamica simiblica del sistema PWL
simbolos que forman el lenguaje para este comportamieritorenz a partir de su representacion como AH muestra

IV. RESULTADOS DE SIMULACION

V. CONCLUSIONES

son de la forma9, 9, ...,9 = 9. las potenciales ventajas de este enfoque en el analisis de
Enseguida se simulo el AH del sistema PWL Lorensistemas cabticos. Siendo quizas su principal ventaga qu
cuandoa = —0.35. Las trayectorias de los estados continos permite caracterizar la dinamica cabtica como una

nuos y la secuencia de simbolos de salida del AH se dibujaadena de simbolos permutados. En particular, para este
en las Figuradl4(c) yl14(d), respectivamente. Para estesstema, el analisis de ldinamica simblica se facilita
valor del parametre, el sistema tiene un comportamientoconsiderablemente utilizando el contexto de AH. Ya que
periodico estable que describe un ciclo limite conteido una representacion como AH se obtiene directamente de la
los cuadrantes; < 0,20 < 0y z1 > 0,22 < 0. Conforme estructura lineal del sistema y como esta divide el espacio
la trayectoria evoluciona pasa de un cuadrante a otro edrawle estados.

del semiejex; < 0,x2 = 0. El paso por el semiejes es Como se muestra en esta contribucion el anélisis de
muy rapido, corresponde a un cruce por cero, es decir, l@s secuencias de simbolos correspondientes a diferentes
trayectoria toca el eje e inmediatamente se mueve fuecamportamientos permite establecer una descripcion del
de él, por lo tanto estas transiciones son detectadas pé&nguajecorrespondiente. En este sentido, el analisis pre-
son consideradas ideales y no cambian la trayectoria de lesntado puede ampliarse considerando diferentes sistemas
estados continuous. Sin embargo, son eventos que puedanticos, de esta manera una clasificacion general de sis-
ser utilizados para la realizacion de estrategias de @onttemas caodticos puede ser propuesta en términos de los
supervisor en inclusive en algoritmos de control por moddsnguajescorrespondientes a sus atractores cabticos.
deslizantes (Navarro, 2009; Navarro, 2009a). Teniendn est Estamos convencidos que muchos aspectos del analisis,
en cuenta, las localidades visitadas se codifican con ldssefio y simulacion de sistemas caobticos pueden besrefici
simbolosO 4 = {3,9}. Entonces, lapalabrasque forman se de la utilizacion del contexto de AH. En particular, me-

el lenguaje para este comportamiento son de la formadiante esta interpretacion es posible proponer reatinasi

e 3,..53,9,...,9,3,...,9..., es decir, cadenas infinitas conde esquemas de control supervisor, en el que se impone
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un comportamiento mediante el control de las transiciones
entre localidades discretas, ya sea incluyendo entradas
discretas en la descripcion del AH, o inclusive definiendo

asignaciones en las funciones de reset para cada evento.

Actualmente estamos investigando diferentes métodos de
control basados en la descripcion de AH, estos trabajos
seran reportados en futuras comunicaciones.
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